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روش‌جریمه‌ای‌و‌مانعی

تقریب‌زدن‌مسئله‌بهینه‌سازی‌مقید‌با‌مسائل‌نامقید
روش‌جریمه‌ای

افزودن‌جمله‌ای‌به‌تابع‌هدف‌

جمله‌موجب‌ایجاد‌هزینه‌زیاد‌در‌صورت‌تخطی‌از‌قید

روش‌مانعی
افزودن‌جمله‌ای‌به‌تابع‌هدف

جمله‌موجب‌ارجح‌دانستن‌نقاط‌داخل‌منطقه‌شدنی‌به‌نقاط‌نزدیک‌مرز

cهر‌دو‌دارای‌ضریبی‌
تعیین‌کننده‌شدت‌جریمه‌یا‌مانع

با‌𝑐 → ∞
دقیق‌تر‌شدن‌تقریب

وجود‌توابع‌خاص‌دارای‌جواب‌دقیق‌به‌ازای‌مقادیر‌متناهی‌



روش‌جریمه‌ای‌و‌مانعی

دو‌مسئلة‌اساسی‌مرتبط‌با‌این‌روش‌ها‌
اهمیت‌مناسب‌بودن‌تقریب‌مسئله‌نامقید‌از‌مسئله‌مقید

همگرایی

چگونگی‌حل‌مسئله‌نامقید‌‌تابع‌هدف‌شامل‌جمله‌جریمه‌یا‌مانع



روش‌جریمه‌ای‌و‌مانعی

دارای‌تابع‌هدف‌اصلی‌

به‌علاوه‌مقدار‌نامنفی‌اضافی‌جهت‌هر‌قیدی‌که‌رعایت‌نشود

تبدیل‌به‌صورت‌نامقید

جریمه‌بیشتر‌با‌تعدی‌بیشتر‌از‌قید

تحکیم‌بیشتر‌قیدها‌در‌هر‌مرحله‌جهت
ماندن‌در‌منطقه‌شدنی
همزمان‌میل‌به‌کمینه



روش‌جریمه‌ای

تعویض‌مسئله‌مقید‌با‌تابع‌جریمه

دارای‌تابع‌هدف‌اصلی‌

به‌علاوه‌مقدار‌نامنفی‌اضافی‌جهت‌هر‌قیدی‌که‌رعایت‌نشود

تبدیل‌به‌صورت‌نامقید

جریمه‌بیشتر‌با‌تعدی‌بیشتر‌از‌قید

تحکیم‌بیشتر‌قیدها‌در‌هر‌مرحله‌جهت
ماندن‌در‌منطقه‌شدنی
همزمان‌میل‌به‌کمینه

min𝑓 𝒙
𝒙 ∈ Ω

Pویژگی‌های‌•

پیوسته•
•P>0به‌ازای‌تمامی‌𝑥 ∈ ℝ𝑛/Ω
•P=0اگر‌و‌فقط‌اگر‌𝑥 ∈ Ω

min 𝑓 𝒙 + 𝜇𝑃(𝒙)



روش‌جریمه

تابع‌هدف‌با‌تعدادی‌قید‌نامساوی-مثال

ℎ1(𝑥)برای‌𝜇𝑃(𝑥)نمایش = 𝑥 − 𝑏,ℎ2(𝑥) = 𝑎 − 𝑥
𝜇بزرگ‌

نقطه‌کمینه‌در‌زمانی‌که‌Pکوچک

ایده‌ال𝜇 → ∞
همگرا‌شدن‌نقطه‌پاسخ‌روش‌جریمه‌به‌مسئله‌مقید

Ω = 𝑥: ℎ𝑖 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝑃 𝑥 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑚

(max 0, ℎ𝑖 𝑥 )2



روش‌جریمه‌ای

روش
𝑄 𝒙; 𝜇 = 𝑓 𝒙 + 𝜇𝑃(𝒙)

min𝑄 𝒙; 𝜇

𝜇پارامتر‌جریمه

𝑄دنباله‌ای‌از‌اعمال‌حل‌بهینه‌سازی‌نامقید‌بر‌ 𝒙; 𝜇روی‌دنباله‌ای‌از‌𝜇𝑘

𝑘با‌ → ∞
𝜇𝑘+1 > 𝜇𝑘
𝜇𝑘 → ∞

منجر‌به‌افزایش‌اهمیت‌نسبی‌مقدار‌جریمه‌در‌هر‌تکرار

نامقیدمیل‌پاسخ‌به‌سمت‌صورت‌



تابع‌جریمه

به‌صورت

دلیل
اساسا‌P(x)=0

مقدار‌غیرصفر‌در‌صورت‌تخطی‌از‌محدودیت‌ها

min𝑓 𝒙
ℎ𝑖 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

ℎ𝑖
+ 𝑥 = max[0, ℎ𝑖 𝑥 ] 𝑖 = 1,… ,𝑚



تابع‌جریمه

ساده‌ترین
افزودن‌تابع‌جریمه‌درجه‌دو

افزودن‌مربع‌تخطی‌از‌قید‌به‌تابع‌هدف

𝑄 𝒙; 𝜇 = 𝑓 𝒙 +
𝜇

2
෍

𝑖

(ℎ𝑖
+ 𝒙 )2 = 𝑓 𝒙 +

𝜇

2
|ℎ+ 𝒙 |2

𝜇پارامتر‌جریمه



روش‌جریمه‌ای

تبدیل‌تابع‌مقید‌
min
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓 𝒙

, 𝑔𝑖 𝒙 = 0
, ℎ𝑖 𝒙 ≥ 0

به

𝑄 𝒙; 𝜇 = 𝑓 𝒙 +
𝜇

2
෍

𝑖

(𝑔𝑖 𝒙 )2 +
𝜇

2
෍

𝑖

(max({0, ℎ𝑖 𝒙 })2

𝜇پارامتر‌جریمه



الگوریتم

𝜇𝑘۱‌،۲دنباله‌ای‌از‌ضرائب‌از‌‌،...
در‌هر‌مرحله‌𝜇𝑘 > 𝜇𝑘+1و‌0 > 𝜇𝑘
میل‌ضریب‌به‌بی‌نهایت

𝑄تعریف‌تابع‌ 𝒙; 𝜇 = 𝑓 𝒙 +
𝜇

2
σ𝑖(𝑔𝑖 𝒙 )2

kبرای‌هر‌

حل‌min𝑄 𝒙; 𝜇𝑘

ادامه‌تا‌یافتن‌پاسخ‌



min 𝑥

𝑥 ≥ 5

𝑄 𝒙; 𝜇 = 𝑥 +
𝜇

2
𝑚𝑎𝑥(0, 5 − 𝑥)2⟹ 𝛻𝑄 = 1 + 𝜇 5 − 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 5 −

1

𝜇



مثال

min
1

3
(𝑥 + 1)3+𝑦,

با‌توجه‌

1 − 𝑥 ≤ 0

−𝑦 ≤ 0

𝑄 𝑥, 𝑦; 𝜇 =
1

3
(𝑥 + 1)3+𝑦 + 𝜇[(max 0, 1 − 𝑥)2 + (max 0, −𝑦)2

⟹ ൞

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= (𝑥 + 1)2−2𝜇max( 0, 1 − 𝑥) = 0

𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 1 − 2𝜇max( 0, −𝑦) = 0

⟹ ൝
m𝑖𝑛[ 𝑥 + 1 2, 𝑥 + 1 2 − 2𝜇 ( 1 − 𝑥)] = 0

m𝑖𝑛[1,1 + 2𝜇 𝑦 ] = 0

⟹

x = ‌غ‌ق‌ق1−

x = −1 − 𝜇 + 𝜇2 + 4𝜇

𝑦 = −
1

2𝜇

⟹

x = ‌غ‌ق‌ق1−

x = −1 − 𝜇 + 𝜇2(1 +
4

𝜇
)

𝑦 = −
1

2𝜇

⟹

x = ‌غ‌ق‌ق1−

x = lim
𝜇→∞

−1 − 𝜇 + 𝜇2(1 +
4

𝜇
) = 1

y = lim
𝜇→∞

−
1

2𝜇
= 0



مثال

min2𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑦,

با‌توجه‌

𝑥 = 0

𝑄 𝑥, 𝑦; 𝜇 = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑦 +
𝜇

2
𝑥2 ⟹ ൞

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 4𝑥 + 2𝑦 + 𝜇𝑥 = 0

𝜕𝑄

𝜕𝑦
= 2𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0

⟹ 𝑦 = 1 − 𝑥

4𝑥 + 2𝑦 + 𝜇𝑥 = 0 ⟹ 4𝑥 + 2 − 2𝑥 + 𝜇𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = −
2

2+𝜇

lim
𝜇→∞

𝑥 = 0, 𝑦 = 1



الگوریتم
𝜇و‌بیش𝑘و‌xو‌‌Pو‌𝑓)جریمه-روش‌تابع = 𝛾و‌۱ = ۲)

برایkتا۱از𝑘بیش
𝒙 = کمینه‌ساز 𝑓 𝒙 + 𝜇𝑃 𝒙

𝜇 ∗= 𝛾

اگر𝑃 𝑥 == 0

خروجی𝒙

انتها

خروجی𝒙

انتها



روش‌جریمه‌ای

انتخاب‌مناسب‌پارامتر‌جریمه‌منجر‌به‌کاهش‌تعدادهای‌تکرار

امکان‌انتخاب‌مناسب‌پارامتر



محدودیت‌های‌روش‌جریمه‌ای

محدودیت‌ها‌در‌عمل

𝑄مشکل‌تر‌شدن‌کم‌کردن‌ 𝒙; 𝜇با‌بزرگتر‌شدن‌𝜇𝑘
بدوضعیت‌شدن‌تابع‌هسی‌‌𝛻𝑥𝑥

2 𝑄 𝒙; 𝜇در‌نزدیکی‌کمینه‌ساز
نیوتن-تاثیر‌بر‌روش‌محاسبات‌شبه
کاهش‌صحت‌مراحل‌حساب‌شده‌با‌روش‌نیوتن

(حل‌پذیر)تاثیر‌بر‌محاسبات‌ممیز‌شناور‌

𝑄تقریب‌تیلور‌مناسب‌حول‌همسایه‌کوچکی‌از‌ 𝒙; 𝜇
منجر‌به‌قدم‌های‌کوچک
همگرایی‌کند



روش‌مانعی

Ωدارای‌درونی‌که‌امکان‌رسیدن‌به‌هر‌نقطه‌مرزی‌با‌حرکت‌از‌نقطه‌درونی
مجموعه‌مقاوم

معمولا‌حاصل‌قیدهای‌نامساوی

همچنین‌معروف‌به‌روش‌های‌درونی

جلوگیری‌از‌خروج‌از‌منطقه

min𝑓 𝒙
𝒙 ∈ Ω

Ω = 𝑥: ℎ𝑖 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



روش‌مانعی

Bتابع‌مانع‌
تعریف‌شده‌درون‌Ω

ویژگی‌ها
پیوسته

𝐵 𝑥 ≥ 0

𝐵 𝑥 → به‌مرزهاxبا‌نزدیک‌شدن‌∞

min𝑓 𝒙
𝒙 ∈ Ω

Ω = 𝑥: ℎ𝑖 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚



نمونة‌تابع‌مانع

با‌داشتن‌مجموعه‌مقاوم

ℎ𝑖هایی‌که‌xبا‌فرض‌درون‌‌مجموعه‌ 𝑥 < 0

Ω = 𝑥: ℎ𝑖 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝐵 𝑥 = −෍

𝑖=1

𝑚
1

ℎ𝑖 𝑥



نمونة‌تابع‌مانع

با‌داشتن‌مجموعه‌مقاوم

ℎ𝑖هایی‌که‌xبا‌فرض‌درون‌‌مجموعه‌ 𝑥 < 0

ℎ1(𝑥)برای‌𝐵(𝒙)نمایش‌ = 𝑥 − 𝑏,ℎ2(𝑥) = 𝑎 − 𝑥

Ω = 𝑥: ℎ𝑖 𝑥 ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚

𝐵 𝑥 = −෍

𝑖=1

𝑚
1

ℎ𝑖 𝑥



۲نمونه‌تابع‌مانع‌

تابع‌لگاریتم

مورد‌استفاده‌در‌برنامه‌ریزی‌خطی‌نقطه‌درونی

𝐵 𝑥 = −෍

𝑖=1

𝑚

𝑙𝑛(ℎ𝑖 𝑥 )



تبدیل‌به‌تابع‌مانع

cثابتی‌مثبت
با‌پیشبرد‌تکرارها‌اجازه‌نزدیک‌شدن‌به‌مرزها

یا‌

𝑐 → 𝜇برابر‌با‌∞ → 0
امکان‌استفاده‌از‌روش‌های‌معمول‌بهینه‌سازی‌نامقید
جستجو‌در‌درون‌فضای‌شدنی

min𝑓 𝒙
𝒙 ∈ Ω

min𝑓 𝒙 +
1

𝑐
𝐵(𝒙)

𝒙 ∈ Ωدرون

min𝑓 𝒙 + 𝜇𝐵(𝒙)

𝒙 ∈ Ωدرون



الگوریتم
𝜇و‌بیش𝑘و‌𝒙و‌‌ℎو‌𝑓)درونی-نقطه-روش‌تابع = 𝛾و‌۱ = ۲)

برایkتا۱از𝑘بیش
𝐵 𝒙 = −σ𝑖=1

𝑚 𝑙𝑛(ℎ𝑖 𝑥 )

𝒙 = کمینه‌ساز 𝑓 𝒙 +
۱
𝜇
𝐵 𝒙

𝜇 ∗= 𝛾

انتها

خروجی𝒙

انتها
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